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Abstract­
The aim of this short notice is to present the evolution of the process of 
arithmetization of Analysis during the XIXth century, especially in what 
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Weierstrass and Dedekind. 
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§1	Continuum delakoa	da	analisiko	kon	tzeptu	zentrala.	Continuumak	ja-
rraia	esan	nahi	du,	etengabea,	zulorik	edo	hu	tsunerik	gabea.	Besteak	beste,	
espazioa	eta	den-bora	jarrai	tzat	hartuak	izan	dira	ain	tzinatetik.	Prozesu	natu-
ralak,	orokorrean,	modu	jarraian	ematen	direla	defendatu	izan	dute	filosofo	
askok:	Natura non fascit saltus1.	Kon	tzeptu	honek,	Matematikaren	historian	
gero	eta	definizio	zeha	tzagoak	jaso	izan	ditu,	eta	azken	batean,	esan	daiteke	
kon	tzeptu	 hau	 hobeto	 ulertu	 nahiak	 gidatu	 duela,	 bereziki	 XIX.	mendean	
asko	bizkortu	zen	Matematikaren	Barne	Oinarrien	bilaketa	sistematikoa.	
XIX.	mendean	izandako	aurrerapenez	ohar	gaitezen,	aipa	tzekoa	da	XVIII.	
men-de	 amaieran	 oraindik	 ere,	 fun	tzio	 jarraiak	 argumentuaren	 aldaketa	
infinitesimalek	 aldaketa	 infinitesimalak	 eragiten	 dizkietenak	 zirela,	 fun-
tzioaren	kon	tzeptua	bera	ez	zela	batere	argia	eta,	zer	esanik	ez,	infinitesimoaren	
kon	tzeptu	iheskorra	zerabiltela.	Hain	zuzen	ere,	infinitesimo	hauek	continuu-
marekin	duten	sakoneko	lotura	azter	tzetik	bideratuko	da	XIX.	mendean	zehar	
analisiaren	errigorizazioa	ekarriko	duen	mugimendu	kritikoa.	Infinitesimoaren	
1	 Leibnizen	esaera	ezaguna.
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kon	tzeptua	 iluna	 izanda	ere,	 ez	da	ahaztu	behar	XVII.	mendean	eman	zen	
kalkuluaren	garapenean	paper	garran	tzi	tsua	 jokatu	zuela	eta	aipagai	dugun	
mugimendu	kritikoak	Matematikatik	erauzi	arren,	XX.	mendearen	azken	al-
dera	 Analisi	 Ez	 Estandarraren	 bidetik	 zilegitasun	 osoz	 berreskuratua	 izan	
dela.	
§2	1800	urte	 ingururako	zenbait	matematikari	 ardura	tzen	hasiak	 ziren	
Analisi	deitutako	matematikaren	esparruko	kon	tzeptuen	eta	metodoen	lau-
sotasuna	eta	tinkotasunik	eza	ikusita.	Analisian	guztiz	zentrala	zen	fun	tzio	
kon	tzeptua,	bera,	ez	zen	batere	argia.	Serie	edo	batura	infinituak	ere,edozein	
modutan	 erabil	tzen	 ziren,	 beraien	 konbergen	tziaz	 edo	 dibergen	tziaz	 ezer	
esateko	beharrik	ikusi	gabe,	eta	horrela	jarduteak,	gaizkiulertuak	ez	ezik,	zen-
bait	paradoxaren	agerpena	ere	ekarri	zuen.	Are	gehiago	nahastu	zituzten	baz-
terrak,	Fourierren	beroaren	azterketa	lanen	ondorengo	fun	tzioak	serie	trigo-
nometriko	bidez	errepresenta	tzeko	ohiturek.	Gainera,	deribatua	edo	integrala	
bezalako	fun	tsezko	kon	tzeptuak	ez	ziren	inoiz	definizio	zeha	tz	baten	bidez	
aurkeztu.
Nahasmendu	honetan	ordena	ezar	tzen	hasteko	determinazioa	hartu	zu-
ten	 zenbait	 matematikarik.	 Analisi	 osoa	 kon	tzeptu	 aritmetikoen	 gainean	
berreraiki	tzea	zen	asmoa.	Ez	da	seguruenera	kasualitate	hu	tsa	izango,	analisia-
ren	aritmetizazio	saiakera	honek,	denboran,	geometria	ez-euklidearraren	ager-
penarekin	bat	egitea.	Gauss	izan	zen	bi	eraikun	tzetan	parte	hartu	zuen	baka-
rretako	 bat,	 eta	 badirudi,	 gainon	tzean,	 guztiz	 talde	 independenteak	 aritu	
zirela	 bi	 lan	 hauetan.	Hala	 ere,	 Analisiaren	 oinarri	tzat	 geometria	 baztertuz	
aritmetika	hobesteko	erabakia,	geometria	euklidearraren	balioaren	erlatibiza-
zio	horretan	sostenga	daiteke,	nahiz	garai	hartarako	ezagunak	ziren	geometria	
euklidearraren	zenbait	aka	ts	(Kline	1972).	
§3	Kalkuluaren	oinarrizko	kon	tzeptuak	errigore	handizgoaz	lan	tzearen	bi-
dea	 urra	tzen	 lehenbizikoetarikoa	 izan	 zen	 Bernhard	 Bolzano	 (1781-1848):	
filosofo	eta	matematikari	bohemiarra.	Gaussek,	Algebraren	Teorema	 funda-
mentalaren	 frogapena	 eman	 zuenean,	 egin	 zituen	 kon	tsiderazioak	 geome-
trikoak	zirela	eta,	Bolzanok	ez	zuen	behin	betiko	frogapen	bezala	onartu.	Fro-
gapen	matematikoetan	espazio	eta	denborazko	intuizioak	erabil	tzearen	aurka	
zegoen,	eta	hori	izango	zen	berak	landuko	zuen	bidea.	Espazio	eta	denborazko	
intuizioak	 arrazonamendu	matematikoetatik	 erauzteko	 jarraitasunaren	 defi-
nizio	egokia	behar	zela	ohartu	zen	Bolzano	(Boyer	1949).	
Kalkulua	magnitude	geometriko	 jarraiak	 zenbaki	 (diskretu)	bidez	 landu	
nahi	izatetik	sortu	zela	onar	tzen	bada,	esan	daiteke	Newtonek	mugimendua-
ren	 jarraitasunaren	 intuizioa	 erabiliz	 problemak	 desbidera	tzea	 (baina	 inola	
ere	ez	konpon	tzea)	lortu	zuela.	Leibniz,	bere	aldetik,	jarraitasunaren	postula-
tuaz	baliatu	zen	aurrera	egiteko,	arazoa	bere	horretan	u	tziz.	
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Bolzano	izan	zen,	bada,	fun	tzio	jarraiaren	definizioak	fun	tsean	limitearen	
kon	tzeptuan	lur	har	tzen	zuela	argi	azaldu	zuen	lehenbizikoa.	f(x) fun	tzio	bat	
jarraia	zen	tarte	batean	Bolzanoren	tzat,	tarte	horretako	edozein	x	baliotarako,	
f (x + Δx) − f (x) aurrez	finkatutako	edozein	balio	baino		txikiagoa	egiten	bada,	
behar	bezain	Δx		txikia	(positiboa	edo	negatiboa)	hartuz.	Hau	da,	gu	txi	asko,	
gerora	Cauchy-k	emango	zuen	eta	gaur	egun	oraindik	indarrean	dagoen	fun-
tzio	 jarraiaren	definizioa.	Ez	da	hor	bukatuko,	baina,	Bolzanoren	ekarpena;	
izan	ere,	deribatu	kon	tzeptuaren	lehenbiziko	formulazio	esplizitua	ere	eman	
bai	tzuen,	Kalkuluaren	oinarrizko	ideiak	diferen	tzia	finituen	propor	tzioen	li-
mite	moduan	azal	zitezkeela	ohartuta.	f' (x),	f (x)-en	deribatua,	Δx	zeroran	tz	
hurbil	tzen	 den	 heinean	 (goitik	 nahiz	 behetik)	
zen. Aurrerago deﬁnizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
ﬁnizio honek intuizio geometriko eta ﬁsikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako inﬁnitesimo eta inﬁni-
tuak2 deﬁnitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
te lortu zuen.
Deribatuaren deﬁnizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
inﬁnitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
ﬁnitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie inﬁnituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdeﬁnitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza inﬁnituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza inﬁnituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Deﬁnizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justiﬁkatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen deﬁnizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-
2Esaterako, y = f (x), n ordenako inﬁnitesimala izango zen x inﬁnitesimalarekiko,
limx→0
y→0
( y
xn−ε
)
= 0 eta limx→0
y→0
( y
xn+ε
)
= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo txiki ba-
tentzat.
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	 propor	tzioak	
hurbil	tzen	duen	balio	bezala	definitu	zuen.	
Bolzanok	argitu	zuen	beste	puntu	garran	tzi	tsu	bat	fun	tzio	jarraien	eta	de-
ribagarrien	arteko	erlazioa	izan	zen.	Ordura	arte,	eta	be i	ere	j raitasunaren	
intuizio	fisiko	batek	gidatuta,	fun	tzio	baten	jarraitasuna	baldin	tza	nahiko	tzat	
har	tzen	zen	fun	tzio	horrek	deribatua	izateko.	Bolzanok	kontrako	adibide	bat	
eman	zuen,	uste	hau	okerra	zela	erakusteko	nahikoa	zena:	jarraia	izanik	deri-
bagarria	ez	zen	fun	tzio	bat	eraiki	zuen.
Bolzanoren	ideiek	Kalkuluak	hartuko	zuen	norabidea	argiro	erakusten	ba-
zuten	ere,	egia	esan	behar	bada	bere	lanek	oso	zabalpen		txikia	izan	zuten	bere	
garaian,	eta	inor	gu	txik	ezagutu	zituen	hasiera	batean.	Augoustin-L uis	Cau-
chy	(1789-1857)	matematikari	fran	tziar	handia	izango	zen	Bolzanoren	ordez,	
orden	kronologikoz	honi	zegokion	aitorpena	jasoko	zuena.	Beranduag 	izan	
arren	garai	bere	tsuan	ideia	bere	tsuak	garatu	zituen,	eta	gainera	Kalkuluaren	
oinarri	berri	bezala	onartuak	izan	ziren	orokorrean	bere	lanak.	
§4	XIX.	mendeko	matematikari	 handienetakoa	 izan	 zen	 A.	 L.	 Cauchy	
fran	tziarra,	 bere	 garaiko	matematikaren	 alor	 gutietan	 l n	 eskerga	 egin	 eta	
emai	tza	 garran	tzi	tsu	 asko	 lortutakoa.	 Bolzanok	 ez	 bezala,	 Parisen	 lan	 egin	
zuen,	garai	hartako	matematikaren	hiriburuan,	eta	horri	zor	zaio	bere	lanek	
aurrekoarenek	baino	era-gin	handiagoa	izatea	komunitate	zientifikoan.	Bere	
ekarpen	handietako	bat,	esan	bezala,	Kalkuluan	sarrarazi	zituen	errigore	han-
diko	metodoek	 osa	tzen	 dute.	Hiru	 tratatu	handitan	 bil	tzen	 dira	 lan	hauek	
guztiak:	Cours d’analyse de l’Êcole Polytechnique (1821),	Résumé des leçons sur le 
calcul infinitésimal (1823),	eta	Leçons sur le calcul différentiel (1829).	Hauen	bi-
dez	lortu	zuen	Cauchyk	gaur	erakusten	den	Kalkuluaren	lurruna	orduko	ma-
tematikarien	jardunean		txerta	tzea.	
Cauchyren	kasuan,	Bolzanorenean	bezala,	limitearen	kon	tzeptua	aritme-
tikoa	zen,	geometrikoa	baino	gehiago.	Cauchyren	tzat,	aldagai	batek	har	tzen	
zituen	ondozondoko	balioak,	etengabe,	finkatutako	balio	bati	hurbil	tzen	zai-
zkionean,	 berarengandik	 nahi	 bezain	 hurbil	 izateraino,	 azken	 hau	 aurreko	
guztien	 limitea	deituko	zen.	Aurrerago	definizio	 formalagoa	eta	zeha	tzagoa	
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ematea	lortuko	bada	ere,	definizio	honek	intuizio	geometriko	eta	fisikoa	baz-
ter	uzten	ditu	jadanik.	Urrunago	ere	joan	zen	Cauchy,	limite	kon	tzeptu	hau	
argitu	asmotan,	zenbaki	irrazional	bat,	zenbaki	horrengandik	gero	eta	hurbi-
lago	zeuden	zenbaki	arrazionalen	limitea	zela	esaterakoan.	Emango	du	zeres-
anik	adibide	honek,	ikusiko	dugunez.	
Limitearen	 kon	tzeptua	 zehaztuta,	 orden	 ezberdinetako	 infinitesimo	 eta	
infinituak2
	
definitu	zituen	Cauchyk,	beti	ere,	 jatorrizko	kon	tzeptu	bakar	tzat	
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abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
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adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
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batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza inﬁnituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Deﬁnizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justiﬁkatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen deﬁnizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-
2Esaterako, y = f (x), n ordenako inﬁnitesimala izango zen x inﬁnitesimalarekiko,
limx→0
y→0
( y
xn−ε
)
= 0 eta limx→0
y→0
( y
xn+ε
)
= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo txiki ba-
tentzat.
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deribatua	deitu	zion	eta	f' (x)	bezala	denotatu	zuen,	existi	tzen	zenean.	Hau	
izango	 zen	 Kalkulu	Diferen	tzialaren	 oinarrizko	 kon	tzeptua	Cauchyren	 teo-
rian.	Gero,	 limitea	 eta	 infinitesimoarekin	 egin	 zuen	 era	 analogoan	 fun	tzio	
baten	diferen	tziala	zer	zen	definitu	zuen,	eragiketak	egiteko	orduan	Leibnizen	
zen. Aurrerago deﬁnizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
ﬁnizio honek intuizio geometriko eta ﬁsikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako inﬁnitesimo ta inﬁni-
tuak2 deﬁnitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea h r-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Deribatuaren deﬁnizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
inﬁnitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
ﬁnitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie inﬁnituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdeﬁnitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza inﬁnituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza inﬁnituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Deﬁnizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justiﬁkatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen deﬁnizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-
2Esaterako, y = f (x), n ordenako inﬁnitesimala izango zen x inﬁnitesimalarekiko,
limx→0
y→0
( y
xn−ε
)
= 0 eta limx→0
y→0
( y
xn+ε
)
= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo txiki ba-
tentzat.
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zituen	zehaztasun	arazoak	gaindituz.	
Kalkulu	 Diferen	tzialaren	 kon	tzeptuak	 argituz	 joan	 ziren	 heinean,	 fun-
tzioaren	kon	tzeptua	bera	ere	aldatuz	joan	zen.	XVIII.	mendean	zehar,	aldagai	
eta	garai	hartan	ohikoak	ziren	eragiketen	sinboloen	bidez	modu	sinplean	ida	tz	
zitezkeen	adierapenen	tzat	gorde	ohi	zen	“fun	tzio”	 izena.	Bolzanoren	kontra-
dibidea	 ez	 zen,	noski,	 hor	 koka	tzen,	 bai 	hura	 baino	 lehenago	 re,	 Joseph	
Fourierrek	eraku	tsi	zuen	kurba	ez-jarrai	arbitrarioa 	fun	tzio	trigonometr koen	
serie	infinituen	bidez	analitikoki	adieraz	zitezkeela.	Kurba	baten	jarraitasunak	
ez	zuen,	hortaz,	bere	adierazteko	moduarenganako	dependen	tziarik.	 Jarraita-
suna	berdefinitu	beharra	zegoen.	Arazo	honi	Cauchyk	emandako	eran	tzuna,	
beste	behin,	Bolzanorenareki 	bat	etorri	zen:	f (x)	 tarte	batean	jarraia	izango	
zen,	x	aldagaiaren,	Δx	aldakun	tza	infinituki		txiki	batek,	f (x	+	Δx)
 
− f (x) fun-
tzioaren	aldakun	tza	infinituki		txiki	bat	bazekarren,	hau	da,	x a-ra	doan	heinean	
f (x)-en	limitea	f (a) bada,	tarte	horretako	edozein	a	balioren	tzat.	Definizio	ho-
nen	bidez,	Cauchyk	buelta	eman	zien	aurreko	mendeetan	Newtonek	eta	Leib-
nizek	jarraitasunaren	zen	tzu	lauso	batea 	oinarrituta	justifikatut k ari,	ha 	da,	
aldagaien	p opietateak	m ntendu	egiten	zirela	limi ra	pasa	tzerakoan.	Cauchyk	
eraku	tsi	zuen	limitearen	definizioari	esker	ematen	zela	hau,	erlazio	aritmetiko	
zeha	tz	ba	tzuk	bete	tzen	zirenean,	eta	ez	beti.
2	 Esaterako,	y = f (x), n	ordenako	infinitesimala	izango	zen	x	infinitesimalarekiko,	
lim
zen. Aurrerago deﬁnizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
ﬁnizio honek intuizio geometriko eta ﬁsikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen ko tzeptua zehaztuta, orden zb dinetako nﬁnitesimo ta inﬁni-
tuak2 deﬁnitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
eribatuaren deﬁnizioa em t rakoan ere urr z Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f(x) funtzioa eta x aldag iaren ∆x ldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f(x+∆x)−f(x)
∆x proportzi aren limiteari, ∆x z ro a doanean, y-ren x-ekiko de iba-
tua deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau iza go zen
K lkulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea
eta i ﬁnitesimoarekin eg n zu n ra anal goan funtzio baten diferentziala zer zen
deﬁnitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dy
dx
notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
pe entzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba e -jarrai arbit rioak funtzio trigonometrikoen serie inﬁnitu n bidez an litikoki
adieraz zitezk ela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazte o
modua enganako depend ntz ari . Jarraitasuna berdeﬁnitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk mandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f(x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza inﬁnituki txiki
batek , f(x + ∆x) − f(x) funtzioaren aldakuntza inﬁnituki txiki bat bazekarren,
hau da, x a-ra doan heinean f(x)-en limitea f(a) bada, tarte horretako edozein a
baliorentzat. Deﬁnizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarritu a jus iﬁ atu-
takoari, hau da, ldag ien propietateak ma tendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen deﬁnizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zeh tz batzuk b tetzen zirenean, eta ez beti.
K lkuluaren sorrer ko urteeta dif rentzi l eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenare gainet k egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kal ulatzeko, a piazaleren b tuketetan oinarritutako metodoak ezagu-
tzen ziren. Baina limitearen ikuspegi berritzaileak bultzada garrantzitsua eman
2Esaterako, y = f(x), n ordenako inﬁnitesimal izango ze x inﬁnitesimalarekiko,
li x→0
y→0
`
y
xn−ε
´
= 0 eta limx→0
y→0
`
y
xn+ε
´
= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo
txiki batentzat.
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zen. Aur erago deﬁn zio form lagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada re, de-
ﬁn zio honek intu zio geometriko eta ﬁsikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
re jo n ze Cauchy, li k tzeptu hau argitu asmotan, zenb k irrazional bat,
zenbak horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du z resanik ad bide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzep a zehaz uta, orden ezberdinetako inﬁnitesimo eta inﬁni-
tuak2 deﬁnitu zituen Cauchyk, beti re, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela joka uta, arestian kontzeptuok sor utako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Derib aren deﬁn zioa emater koan re aur z Bolzanok emandakotik e zen
asko urrundu. y = f(x) untzioa eta x aldag iaren ∆x ldakuntza har uta, ∆y∆x =
f(x+∆x)−f(x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x ze ora doanean, y-ren x-e iko deriba-
tua deitu zion eta f ′(x) bez la deno atu zuen, exis itzen zenean. Hau izango zen
Kalk lu Dif rentzi laren oinarri ko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea
eta inﬁnitesimoar kin egin zue er analogoan funtzio bate dif rentzi la zer zen
deﬁnitu zuen, eragiketak egitek orduan Leibnizen dy
dx
notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti re, hark zituen zehaztasun razoak gaindituz.
Kalk lu Dif rentzi laren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera re aldatuz joan zen. XV II. mendean zehar, aldagai eta g rai har-
tan ohikoak ziren eragik ten sinb loen bidez modu sinplean idat zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontrad bidea e zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago re, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbit arioak funtzio t igonometrikoen serie inﬁnituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten j rraitasun k e z n, hortaz, b r adierazt ko
moduar ngana o dependentzi rik. Jarr itasuna berdeﬁn tu beharra zegoe . Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, best behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f(x) tarte batean jarr ia izango zen, x aldag iaren, ∆x aldakuntza inﬁnituki tx ki
batek , f(x + ∆x) − f(x) funt i aren aldakuntza inﬁnituki tx ki bat bazekarren,
hau da, x a-ra doan heinean f(x)-en limitea f(a) bada, tarte horretako edozein a
baliorentzat. Deﬁn zio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarr t ta just ﬁkatu-
takoari, hau da, aldagaien propie ateak mantendu egiten zirela limitera p satzer -
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen deﬁn zioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk b etzen zirenean, eta ez beti.
K lk luaren sor erako urteetan dif ren zial eta der batuaren kontzeptuen in-
g r ko eztabaida, integr larenaren gainetik egon zen. Grezi rren g raitik az lera
hurbildua kalkulatzeko, azpiaz l ren batuk etan oinarri utako metodoak ezagu-
zen ziren. Baina limitearen ikuspegi berritzaileak bultzada garrantzitsua eman
2Esatera , y = f(x), ordenako inﬁnitesimala izango zen x inﬁnitesim lare iko,
limx→0
y→0
`
y
xn−ε
´
= 0 eta li x→0
y→0
`
y
xn+ε
´
= ±∞ b tetzen baziren, edozein ε konstante positibo
tx ki batentzat.
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Kalkuluaren	sorrerako	urteetan	diferen	tzial	eta	deribatuaren	kon	tzeptuen	
inguruko	eztabaida,	 integralarenaren	gainetik	 egon	zen.	Greziarren	garaitik	
azalera	hurbilduak	kalkula	tzeko,	azpiazaleren	batuketetan	oinarritutako	me-
todoak	 ezagu	tzen	 ziren.	 Baina	 limitearen	 ikuspegi	 berri	tzaileak	 bul	tzada	
garran	tzi	tsua	eman	zion	azaleren	kalkuluari	ere.	Azpiazaleren	batuketetan	oi-
narritutako	metodo	 horiek	 limitearen	 ikuspuntutik	 interpretatuta,	 integral	
mugatu	deitutakoari	bide	eman	bai	tzioten.	
Barrow,	Newton	eta	Leibniz,	besteak	beste,	konturatuta	zeuden	ordurako,	
azalerak	 kalkula	tzearen	 problema,	 kurben	 zuzen	 uki	tzaileak	 kalkula	tzearen	
alderan	tzizko	problema	baino	ez	 zela.	Deribatuak	kalkula	tzeko	algoritmoak	
eskura	 izan	 zirenean,	 hauek	 alderan	tzikatuz,	 integral	 mugatuen	 kalkulua	
sistematiza	tzeko	bidea	aurkitu	zen:	integral	mugagabea	deitu	izan	dena,	hain	
zuzen	ere.	Integrala	uler	tzeko	bi	modu	zeuden,	beraz:	batuketa	bezala,	inte-
gral	mugatua,	 eta	diferen	tziazioaren	alderan	tzizko	bezala,	 integral	mugaga-
bea.	 Kalkulu	 diferen	tzialaren	 sorrera	 urteetan,	 integrala	 uler	tzeko	 bigarren	
modua	 zen	nagusi,	 diferen	tzialaren	 alderan	tzizkoa	dela	 esaten	duena.	Hori	
dela	 eta	 integrala	 diferen	tzialaren	 gainean	oinarritu	 ohi	 zuten	 eta	hau	 zen	
eztabaida	 nagusia	 diferen	tzial	 eta	 deribatuaren	 inguruan	 zntra	tzearen	 arra-
zoia.	
XIX.	mendearen	hasieran,	ordea,	egoera	aldatu	egingo	zen,	Cauchyk	inte-
grala	 (mugatua)	 batuketa	 baten	 limite	moduan	 birdefinitu	 zuenean.	 Pausu	
honi	esker,	deribatuaren	pareko	estatusa	onartu	zi	tzaion	integralari.	y = f (x)	
fun	tzio	bat,	a-tik	b-rako	tartean	jarraia	izanik,	ondoko	batura	defini	tzen	bada:	
Sn = ∑
n
i =1 (xi − xi−1) f (xi−1), |xi+1 − xi| gero	eta		txikiagoa	izanik,	Sn-ren	balioak	li-
mite	bat	iri	tsiko	du,	f	fun	tzioa	eta	a	eta	bbalioen	menpean	baino	egongo	ez	
dena.	Limite	hau	zen,	Cauchyk	f -ren	[a, b]	tarteko	integral	mugatu	deitu	zue-
na.	Ondoren	Analisiaren	Teorema	Fundamentala	frogatu	zuen.	Teorema	ho-
nek,	integrazioa	eta	deribazioa	modu	independentean	definitutako	eragiketak	
izan	 arren,	 bata	 bestearen	 alderan	tzizko	 eragiketa	 bezala	 uler	 daitekeela	
baiezta	tzen	zuen.	Hizkun	tza	matematikoan	esanda,	f (x) [a, b]	tartean	jarraia	
izanik	eta	edozein	x	∈[a, b]	hartuta,	F(x)= ∫xa f (t)dt	bada,	orduan	F'(x) = f (x)	
ematen	da.	Fun	tzio	ez	jarraietarako	hedapenak	ere	onar	tzen	zituen	teorema	
honek.	
Cauchyk	garatutako	limitearen	teoriak,	serie	infinituen	teorian	ere	berebi-
ziko	garran	tzia	izan	zuen.	Cauchyren	integral	mugatuaren	definizioan	ager	tzen	
ziren	bezalako	serie	infinituak,	urte	asko	lehenagotik	erabiliak	ziren	matema-
tikan,	baina	XIX.	mende	hasiera	aldera	arte	ez	zen	hauen	konbergen	tziaz	ardu-
ratu	beharra	ikusi.	Cauchy	eta	bere	garaikideak	ohartu	ziren	serie	infinituen	tzat	
konbergen	tziaren	 definizioa	 eta	 erizpideak	 beharrezkoak	 zirela,	 kalkuluetan	
inongo	 arazorik	 gabe	 erabili	 ahal	 izateko.	 Horrela	 bada,	 serie	 infinitu	 bat	
konbergente	tzat	definitu	zuen,	n	handi	tzen	zen	heinean	Sn = x1 + … + xn	batura	
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S	limite	batera	indefinituki	hurbil	tzen	bazen,	eta	kasu	horretan	S	bera	izango	
zen	seriearen	batura.	
Diferen	tziazioa,	 integrazioa	 edo	 jarraitasunaren	 kasuan	 bezala,	 serie	
infinituen	konbergen	tziaren	arazoan	ere	limitearen	nozioa	ager	tzen	zen3.	Ho-
nekin	lotuta	eman	zuen	Cauchyk	segiden	konbergen	tziarako	Cauchyren	iriz-
pidea	deitu	izan	dena,	segida	konbergenteak	ezaugarrituz:	segida	bat	konber-
gentea	izango	da	behar	beste	n	handia	hartuz,	p	eta	q,	n	baino	handiagoak	
diren	edozein	bi	baliotarako	Sp	eta	Sq	nahi	bezain	hurbil	daudenean.	Baldin	tza	
honen	 beharrezkotasuna	 konbergen	tziaren	 definiziotik	 berehala	 erator	tzen	
bazen	ere,	ez	zen	gauza	bera	gerta	tzen	baldin	tzaren	nahikotasunarekin.	
Bigaren	parte	honek	 zenbaki	 errealen	 sistemaren	definizio	bat	 eska	tzen	
zuen,	zenbaki	 irrazionalena	azken	batean,	eta	horrelakorik	ezean	frogapena	
hankamo	tz	geldi	tzen	zen.	Arazo	hau	gaindi	tzeko	Cauchyren	proposamena,	
zenbaki	 irrazionalak	 arrazionalen	 segiden	 limite	bezala	defini	tzea	 izan	 zen.	
Segida	baten	limitea,	segidan	aurrera	eginez,	berau	eta	segidako	gaien	arteko	
diferen	tzia	edozein	zenbaki	baino		txikiagoa	egitea	posible	egiten	zuena	zela	
kontutan	har	tzen	badugu,	Cauchyren	definizioak	zirkularitate	arazo	bat	zuela	
ohar	 gaitezke:	 definitu	 nahi	 den	 zenbaki	 irrazionalaren,	 beraren,	 aurretiko	
existen	tzia,	eta	beraz	definizioa,	beharrezkoa	da	zenbaki	irrazionala	Cauchyk	
egin	bezala	defini	tzeko.	
Analisiaren	oinarrien	bilaketan	arazo	serio	bat	suposa	tzen	zuen	zenbaki	
irrazionalen	definizio	 zirkular	honek.	Analisia	oinarri	tzeko	 erabili	nahi	 zen	
fun	tsezko	definizioak	ezin	zuen	arazo	logikorik	planteatu.	Hori	zela	eta,	limi-
tearen	definizioan	oinarrituko	ez	ziren	zenbaki	irrazionalen	definizioak	ema-
ten	saiatu	ziren	XIX.	mendeko	bigarren	erdiko	zenbait	matematikari,	Anali-
siaren	 aritmetizazio	 prozesua	 bururaino	 eraman	 nahian.	 Karl	 Weierstrass	
(1815-1897)	izan	zen	matematikari	horien	artean	garran	tzi	tsuenetakoa.	
§5
	
Cauchy	 hartu	 izan	 da,	 orokorrean,	 Kalkulu	 Diferen	tzial	 Zeha	tzaren	
funda	tzaile	 bezala.	Hala	 ere,	 bere	 azalpenetan	 sistematikoki	 ager	tzen	 diren	
zenbait	esamoldek,	zehaztapenak	eska	tzen	dituzte,	hala	nola:	“infinituki	hur-
bildu”,	 “nahi	 bezain	 	txikia”,	 “aldakun	tza	 infinituki	 	txikien	 azken	 propor-
tzioak”.	Intuizio	geometriko	eta	fisikoaren	eragina	nabarmena	da	adierazpen	
hauetan.	Weierstrass	 izan	zen	errigoreari	zegokionez	azken	hi	tza	esan	zuen	
matematikaria;	Analisiari,	intuizio	geometriko	eta	fisiko	guztietatik	aparte	ze-
goen	oinarri	aritmetiko	erabat	formala	eman	zion.	Aurrez	Bolzanok	egin	zuen	
bezala,	Weierstrassek	ere	eraiki	zuen	tarte	batean	jarraia	 izanik,	 tarte	horre-
tako	puntu	batean	ere	deribagarria	ez	zen	fun	tzioa,	fun	tzio	jarraiek	deribaga-
rritasuna	bere	baitan	zeramaten	ideia	oraindik	orokortua	oinarri	gabe	u	tziko	
3	 Zenok	ain	tzinatean	proposatutako	Akiles	eta	dortokaren	paradoxa,	adibidez,	limitearen	kon-
tzeptuan	oinarritutako	ideia	hauetan	berrinterpretatuta	askatu	ahal	izango	da.
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zuena.	 Fourierrek	ekarritako	 serie	 trigonometrikoak	erabiliz	 eman	zuen	ho-
nako	kontradibidea:	
eman zuen Cauchyk segiden konbergentziarako Cauchyren irizpidea deitu izan de-
na, segida konbergenteak ezaugarrituz: segida bat konbergentea izango da behar
beste n handia hartuz, p eta q, n baino handiagoak diren edozein bi baliotarako Sp
eta Sq nahi bezain hurbil daudenean. Baldintza honen beharrezkotasuna konber-
gentziaren deﬁniziotik berehala eratortzen bazen ere, ez zen gauza bera gertatzen
baldintzaren nahikotasunarekin.
Bigaren parte honek zenbaki errealen sistemaren deﬁnizio bat eskatzen zuen,
zenbaki irrazionalena azken batean, eta horrelakorik ezean frogapena hankamotz
gelditzen zen. Arazo hau gainditzeko Cauchyren proposamena, zenbaki irrazio-
nalak arrazionalen segiden limite bezala deﬁnitzea izan zen. Segida baten limitea,
segidan aurrera eginez, berau eta segidako gaien arteko diferentzia edozein zenbaki
baino txikiagoa egitea posible egiten zuena zela kontutan hartzen badugu, Cauchy-
ren deﬁnizioak zirkularitate arazo bat zuela ohar gaitezke: deﬁnitu nahi den zenba-
ki irrazionalaren, beraren, aurretiko existentzia, eta beraz deﬁnizioa, beharrezkoa
da zenbaki irrazionala Cauchyk egin bezala deﬁnitzeko.
Analisiaren oinarrien bilaketan arazo serio bat suposatzen zuen zenbaki irrazio-
nalen deﬁnizio zirkular honek. Analisia oinarritzeko erabili nahi zen funtsezko de-
ﬁnizioak ezin zuen arazo logikorik planteatu. Hori zela eta, limitearen deﬁnizioan
oinarrituko ez ziren zenbaki irrazionalen deﬁnizioak ematen saiatu ziren XIX. men-
deko bigarren erdiko zenbait matematikari, Analisiaren aritmetizazio prozesua bu-
ruraino eraman nahian. Karl Weierstrass (1815-1897) izan zen matematikari horien
artean garrantzitsuenetakoa.
5x Cauchy hartu izan da, orokorrean, Kalkulu Diferentzial Zehatzaren fundatzai-
le bezala. Hala ere, bere azalpenetan sistematikoki agertzen diren zenbait esamol-
dek, zehaztapenak eskatzen dituzte, hala nola: “inﬁnituki hurbildu”, “nahi bezain
txikia”, “aldakuntza inﬁnituki txikien azken proportzioak”. Intuizio geometriko
eta ﬁsikoaren eragina nabarmena da adierazpen hauetan. Weierstrass izan zen erri-
goreari zegokionez azken hitza esan zuen matematikaria; Analisiari, intuizio geo-
metriko eta ﬁsiko guztietatik aparte zegoen oinarri aritmetiko erabat formala eman
zion. Aurrez Bolzanok egin zuen bezala, Weierstrassek ere eraiki zuen tarte ba-
tean jarraia izanik, tarte horretako puntu batean ere deribagarria ez zen funtzioa,
funtzio jarraiek deribagarritasuna bere baitan zeramaten ideia oraindik orokortua
oinarri gabe utziko zuena. Fourierrek ekarritako serie trigonometrikoak erabiliz
eman zuen honako kontradibidea:
f (x) =
∞
∑
n=0
bncos(anpix)
non x ∈ R, a zenbaki oso bakoitia, 0< b< 1, eta ab> 1+ 3pi2 diren.
Zehaztasun logikoa lortzeko asmotan Kalkulua zenbaki kontzeptutik abiatuta
eraiki nahi zuen honek ere, geometriatik erabat bereiziz. Horretarako, Cauchyk
6
non	x ∈R,	a	zenbaki	oso	bakoitia,	0 < b < 1, eta ab > 1	+	3π	diren.	
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Zehaztasun	logikoa	lor	tzeko	asmotan	Kalkulua	zenbaki	kon	tzeptutik	abia-
tuta	 eraiki	 nahi	 zuen	honek	 ere,	 geometriatik	 erabat	 bereiziz.	Horretarako,	
Cauchyk	hasitako	lana	bukatu	beharra	zegoen,	besteak	beste,	limitearen	ideia-
rekiko	independentea	zen	zenbaki	irrazionalaren	definizio	bat	emanaz.	Iker-
keta	sakonak	egin	zituen	aritmetikaren	oinarrien	inguruan,	bereziki	zenbaki	
irrazionalen	 teoriari	 zegozkionak.	 Bere	 lanetan	 aurki	tzen	 da,	 gainera,	 Cau-
chyren	aka	tsa	gaindi	tzeko	moduaren	hazia:	zenbaki	irrazionalaren	definizio-
tzat	segidaren	limitea	hartu	beharrean,	segida	bera	har	tzea.	
Weierstrassen	ekarpenen	artean	koka	dezakegu	baita	ere,	aldagai,	limite,	
fun	tzio	jarrai	eta	hauetatik	eratorritako	gainon	tzeko	kon	tzeptuen	lehenbiziko	
formulazio	estatikoa.	Bere	tzat	x	aldagai	bat,	zenbakizko	balioen	mul	tzo	bate-
tan,	 hauetako	 edozein	 designa	tzeko	 erabil	tzen	 zen	 letra	 bat	 izango	 zen.	 L	
zenbakia,	x = x0	puntuko	f (x)	fun	tzioaren	limitea	izango	da,	hautazko	e	zenba-
ki	 	txiki	bat	emanda,	e	beste	zenbaki	bat	aurki	bazitekeen,	x0-rekiko	δ	baino	
distan	tzia		txikiagora	zegoen	edozein	x-en	tzat,	f (x) eta	L-ren	arteko	distan	tzia	
e	baino		txikiagoa	izanik.	Weierstrassen	aldagai	eta	limitearen	teoria	estatikoak	
infinitesimoa	bezalako	kon	tzeptu	iheskorrak	albora	tzea	ahalbidetu	zuen.	
Greziarrek	aldakortasun	edo	bariabilitatearen	ideia	matematikatik	bazter-
tu	 zuten	 beren	 garaian,	 Zenoren	 paradoxak	 saihestu	 ezinak	 suerta	tzen	 zi-
tzaizkielako.	Kon	tzeptu	honek	berak,	Erdi	Aroan	biziberritu	eta	i	txura	geome-
trikoa	hartu	ostean,	XVII.	mendean	Kalkuluaren	sorrera	eragingo	zuen.	Ia	bi	
mendetako	eztabaidaren	ostean,	Weierstrassen	aldagaiaren	eta	limitearen	teo-
ria	estatikoarekin	amaituko	zen	eztabaida.	Zenoren	paradoxak	teoria	berria-
ren	argitan	ez	ziren	jadanik	gaindiezinak	suertatuko.	Eta	beste	behin,	eztabai-
dak	pizteko	eta	teoria	egokiagoak	aurki	tzeko	motibazio	gisa	hain	emankorra	
suertatutako	kon	tzeptua,	aldakortasun	edo	bariabilitatea,	matematikatik	kan-
poratua	izango	da,	landutako	teoria	baterako	desegokia	delako.	
Continuum	edo	 jarraitasunaren	 ideiek	oraindik	 ere	 lausoak	 izaten	 segi-
tzen	zuten	eta	beharrezkoa	izango	zen	kon	tzeptu	hauek	ere,	aipatu	berri	du-
gun	aldakortasunarenak	bezala,	beren	formalizazio	prozesua	izan	zezaten	ma-
tematikaren	barne	oinarriak	era	formal	batean	finkatuta	geldi	tzeko.	Richard	
Dedekind	(1831-1916)	eta	Georg	Cantor	(1845-1918)	izan	ziren	Weierstrassek	
urratutako	bideari	jarraituz,	Heinek,	Merayek	eta	Russell	berak	egindako	ekar-
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pen	 apalagoak	 ahaztu	 gabe,	 kuestio	 hauek	 sakonki	 aztertu	 eta	 emai	tzarik	
garran	tzi	tsuenak	eman	zituzten	matematikariak.	Biek	ere	Weierstrassek	zenba-
ki	 irrazionalak	defini	tzeko	egindako	ahaleginari	 jarraipena	eman	zioten	eta	
bakoi	tzak	bere	bidetik,	Analisiaren	aritmetizazioa	bururaino	eraman	zuten.	
§6	Limiteen	eta	zenbaki	irrazionalen	gaineko	Cauchyren	arrazonamendu	
zirkularrak	ekidin	asmotan	an	tzeko	bideak	hartu	zituzten,	besteak	beste,	Can-
torrek	eta	Heinek.	Segida	infinitu	baten	limitea	izango	zen,	S	zenbaki	baten	
existen	tzia	postulatu	beharrean,	segida	konbergente	hori	bera4,	hartu	zuten	
S-ren	definizio	tzat.	
Agian	interesgarriagoa	da,	garai	bere	tsuan	Dedekindek	egindako	arazoaren	
azterketa	eta	emandako	soluzioa	zein	zen	ikustea.	Fun	tsean	bi	definizioak	ba-
liokideak	 direla	 ikus	 badaiteke	 ere,	 Cauchyren	 arazoa	 gaindi	tzeko	 zenbaki	
irrazionalak	defini	tzeko	moduan	zentratu	beharrean,	jarraitasunaren	definizio	
matematiko	bat	ematen	ahalegindu	zen	Dedekind,	magnitude	geometriko	ja-
rraien	eta	diskretuaren	arteko	fun	tsezko	desberdintasuna	non	zegoen	galde-
tuz.	Puntu	batek	zuzen	bat	ebaki	tzen	duen	moduan	pen	tsatuz	askatu	zuen	
korapiloa.	Zuzen	bateko	puntuak	bi	klasetan	sailka	tzen	badira,	bietako	bateko	
edozein	puntu	besteko	edozein	punturen	ezkerraldean	egonik,	beti	 ere,	 za-
tiketa	hori	ematen	duen	puntu	bat	eta	bakarra	dagoela	konturatu	zen.	Hau	ez	
da	hala	gerta	tzen	zenbaki	arrazionalen	mul	tzoan.	Horrela	bada,	eta	zuzen	ba-
teko	puntuak	zenbaki	errealekin	bijekzioan	jar	daitezkeen	Cantor-Dedekinden	
axioma	 erabilita,	 esan	 daiteke,	 zenbaki	 arrazionalen	 mul	tzoa,	 bi	 klasetan	
bana	tzen	den	orotan,	lehenbiziko	klaseko	edozein	zenbaki	bigarrengoko	edo-
zein	 baino	 	txikiagoa	 izanik,	 zatiketa	 hori	 (Dedekinden	 ebakidura)	 ematen	
duen	zenbaki	erreal	bat	eta	bakarra	dagoela.	√
—
2	denota	tzen	duguna	 izango	
li	tzateke,	adibidez,	propietate	honen	arabera	karratua	bi	baino		txikiagoa	eta	
handiagoa	 duten	 zenbaki	 arrazionalen	 zatiketa	 edo	 Dedekinden	 ebakidura	
emango	ligukeen	zenbaki	erreala	(Dedekind	1901).
Dedekinden	postulatuaren	bidez	zenbaki	arrazionalen	mul	tzoa	osatuz,	zu-
zenek	duten	jarraitasun	propietate	bera	izango	zuten	zenbaki	errealek,	espazio	
eta	den-bora	intuizioak	alde	batera	u	tzita,	eta	posible	zen	errigore	osoz	limiteen	
inguruko	teoremak	frogatu	eta	hauetatik	eratorritako	Kalkulua	eraiki	tzea.	
Aipatu	beharrekoa	da,	definizio	hauen	ostean	(bereziki	Dedekindena	eta	
gero),	zenbaki	kon	tzeptuan,	ezaugarri	nagusia	magnitudea	zela	pen	tsa	tzetik,	
benetan	 in-porta	 zuena	ordena	 zela	ohar	tzera	pasa	 zela.	Limite	kon	tzeptua	
bera	ere,	kon	tzeptu	ordinal	bat	bezala	definitua	zegoen,	eta	Kalkuluaren	oina-
rrizko	bi	definizioak	hauek	izanik,	hauetatik,	jadanik	hu	tsune	logikorik	gabe,	
4	 Zeha	tzak	izateko,	Cauchyren	baldin	tza	bete	tzen	duten	zenbaki	arrazionalen	segiden	artean	
definitutako	baliokidetasun	erlazio	bat	erabil	tzen	da,	lortutako	baliokidetasun	klaseen	bidez	zenba-
ki	errealak	defini	tzeko.
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eraiki	tzen	zen	teoria	ere,	ordura	arte	uste	zen	bezala	kantitatearen	zien	tziaren	
adar	bat	baino	gehiago,	erlazioen	logikaren	adar	bat	izango	zen.	
Hasieran	 esan	 dugun	 bezala,	Dedekinden	 ekarpenak,	 limitearen	 defini-
zioarekiko	 independentea	 zen	 zenbaki	 errealaren	 definizioa	 emateaz	 gain,	
magnitude	 jarraiaren	 izaeraren	 inguruko	 azalpen	 formal	bat	 ere	 eskain	tzen	
zuen.	Ordura	arte	aldagai	independente	jarrai	bat,	balioak	zuzenki	bati	zegoz-
kion	tarte	batean	har	zi	tzakeena	zen.	Dedekindek	modu	formal	batean	azaldu	
zuen	aldagai	edo	mul	tzo	jarraien	izaera,	honako	hiru	baldin	tzekin	ezaugarri-
tuz:	mul	tzo	bat	jarraia	izateko,	mul	tzo	ordenatua,	den	tsoa	eta	perfektua5	izan	
behar	zen.	Horra,	bada,	jarraitasunaren	formalizazio	matematikoa.	
Jarraitasunaren	teoria	matematikoa,	beraz,	logikoki	garatutako	zenbakien	
eta	mul	tzoen	teorian	oinarri	tzen	zen.	Azken	kon	tzeptu	hau	formaliza	tzeak,	
bere	 aldetik,	 bilduma	 infinitu	 bat	 zer	 zen	 argi	tzea	 eska	tzen	 zuen	 (Grattan-
Guinness	1980).	Cantorrek	osatu	zuen	lehenbizikoz	infinituaren	teoria	formal	
bat,	 bere	 azpimul	tzo	 ez	 propio	 batekin	 bijekzioan	 jar	 daitezkeen	mul	tzoak	
mul	tzo	infinitu	definituz.	Cantorren	teoria	beharrezkoa	izan	zen	Kalkuluan	
egiten	zen	infinituaren	erabilerari	oinarri	logiko	tinko	bat	eman	ziolako.	Nos-
ki,	infinituaren	formalizazio	matematiko	bat	zen	heinean,	ez	zuen	infinituaren	
kon	tzeptuak	berez	dakar	tzan	zailtasun	kon	tzeptualak	gaindi	tzeko	balio,	baina	
zenabaki	 irrazionalak	 eraiki	tzerakoan	 edo	 limite	 kon	tzeptuaren	 baitan	
infinituari	egindako	erreferen	tziak	erabat	justifikatuak	zeuden	Cantorren	la-
narekin.	Mul	tzo	teoria	modernoaren	oinarriak	ere	ezarri	zituen	bide	batez.	
Dedekind	eta	Cantorren	lanarekin	Analisian	zenbakiak	eta	hauen	mul	tzo	
finitu	nahiz	infinituak	baino	ez	daudela	frogatuta	geratu	zen.	Burutua	zegoen,	
bada,	aritmetizazio	prozesua,	Matematikak	ordura	arte	ezagu	tzen	ez	zuen	ze-
haztasun	for-mala	tarteko.	
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